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З.Д. Аббасов 
 

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ОБ 
ОПРЕДЕЛЕНИИ ИНТЕНСИВНОСТИ ТЕПЛОВОГО 

ИСТОЧНИКА В ДВУСЛОЙНОМ КОЛЬЦЕ 
 

Гянджинский государственный университет 
г. Гянджа, Азербайджан 

 
К задаче об определении температуры, тепловых перемещений 

и напряжений в двухслойном кольце сводится задача об определе-
нии этих величин в двухслойном полом длинном цилиндре. В связи с 
этим рассмотрим задачу об определении интенсивности источника 
тепла, расположенного между слоями в двухслойном кольце. Внача-
ле рассмотрим прямую задачу об определении температурного поля 
в двухслойном кольце от источника находящейся между слоями. 

Обозначим внутренний, внешний и контактный радиусы соот-
ветственно через R1, R2 и R0. Области, заключение между окружно-
стями r = R1 и r = R0 называем 1, а область между окружностями 
r = R3 и r = R2 через 2. Пусть их коэффициенты теплопроводности 
будут соответственно К1 и К2. Предположим, что вдоль контактной 
окружности r = R0 действует источник, интенсивность которого выра-

жается кусочно-гладкой функцией 0( )  . Определение температур-

ных функций ),t(k   к = 1, 2 сводится к решению уравнения [1-2]: 

 
2 2 2

2k k k k

2 2 2 2

1 1
r ( )

r rr r r

      
   

  
 (1) 

 
при граничных и контактных условиях: 
 

1 1 2 2(R , ) (R , ) 0;      1 2   ; (2) 

)(Ф
r

K
r

K 2
2

1
1 









 (3) 

 
Решение задачи (1) – (3) будем искать в следующей форме: 
 











    

  





(k) (k) (k) m (k) m
k 0 1 1m 2 m

m 1

(k) m (k) m
1m 2m

m 1

θ(r,τ) C C lnr (C r C r )

cosmτ (d r d r )sinmτ.
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Коэффициенты 
)k(

0C , 
)k(

1C , (k)
imC , (k)

imd , i, k = 1, 2 определяются 

из (2), (3). При этом не останавливаясь в подробностях, окончатель-
но будем иметь: 

 

m 2m 2m 2m 2m2
1 0 0 m 2 0 1

m 11 1

m m

R r
(r, ) A D ln ln D r (R R )(r R )

R R

(A cos m B sin m ),






      

   


 

),RrR( 21   ).RrR( 20   (4) 

m 2m 2m 2m 2m0 2
2 0 0 m 0 1 2

m 11

m m

R R
(r, ) A D ln ln D r (R R )(R r )

R r

(A cos m B sin m ),






      

   



 
 

где 0A , mA , mB , m = 1, 2, 3, ... – коэффициенты Фурье функции 

)(Ф  :  

)(Ф   = )msinBmcosA(A mm

1m

0 




,  

,d)(Ф
1

A

2

0

0 


 


, 

,dmcos)(Ф
2

A

2

0

m 


 


,  

,dmsin)(Ф
2

B

2

0

1m 


 


 

,
)RlnRln(K)RlnRln(K

R
D

102021

0
0


  (5) 

.
)RR(R)KK(R)RR()KK(

R

m

1
D

m2
0

m2
2

m2
121

m2
0

m2
1

m2
221

1m
0

m






 
 
Из этих формул получаются формулы для следующих частных 

случаев. 

1. Для составного диска, где )RrR( 20 
 

 
m 2m 2m

0 0 0 2 02
1 m 2m 2m

m 12 0 0 1 2 2 2 1 0

m m

A R R r R RR
(r, ) ln

K R mR (K K )R (K K ) R

(A cos m B sin m ),






    

  

   


 

 
2. Для однородного составного кольца, где 
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),RrR( 01  )RrR( 20   (6) 

0 0 2 0
1 m

m 12 1 1

2m 2m
2m 2m2 0

1 m m2m 2m m 1
2 1 0

A R ln R ln R r 1 1
(r, ) ln

KlnR lnR R 2K m r

R R
(r R )(A cos m B sin m );

(R R ) R








    




    





0 3 0 1 2
2 m

m 12 1

2m 2m
2m 2m0 1

2 m m2m 2m m 1
2 1 0

A R ln R ln R R 1 1
(r, ) ln

K ln R lnR r 2K m r

R R
(R r )(A cos m B sin m ).

(R R ) R








    




     




 

 
Здесь принято во внимание, что К1 = К2 = К. 
3. Для однородного диска: 
 

2m 2mm
0 0 2 02

1 2m m 1
m 10 2 0

m m

A R R RR 1 r
(r, ) ln

K R 2 K m R R

(A cos m B sinm ),







    



   


 

),Rr0( 3 )RrR( 20   (7) 

m 1 2m 2 m
0 0 0 22

2 2 m m
m 1 2

m m

A R R R rR 1
(r, ) ln

K r 2 K m R r

(A cos B sin ).






    



   


 

 
2. Теперь рассмотрим обратную задачу об определении интен-

сивности источника тепла, действующий между слоями в двухслой-
ном кольце [3]. Предположим, что температура кольца на окружность 
r = r0 известно. Эта окружность может расположиться в первом или 

во втором кольце. Пусть )(),r( 01  , )R,R(r 210  , где )(  –

заданная кусочно – гладкая функция на отрезке [ 0,2   ]. Разложим 

эту функцию в ряд Фурье: 
 

Ф )(  = )msinФmcosФ(Ф )2(
m

)1(
m

1m

0 




 (8) 

,d)(Ф
1

Ф

2

0

0 


 


 

,dmcos)(Ф
2

Ф

2

0

m
)1( 


 



 

.dmsin)(Ф
2

Ф

2

0

m
)2( 


 


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Подставляя (5) и (7) в (6) определяем 
 

1

0

1

2

K

1

0K

0

2

0

0

1

0

1

2

1

0
2

0

2
1

0

0
0

R

r
ln

R

R
ln

)
R

R
(ln)

R

R
(ln

R

Ф

R

r
ln

R

R
ln

R

R
lnK

R

R
lnK

R

Ф
A

21 







 

,
D)RR()Rr(

Фr
A

m
m2

0
m2

2
m2

1
m2

0

m
)1(m

0
m


  

.
D)RR()Rr(

Фr
B

m
m2

0
m2

2
m2

1
m2

0

m
)2(m

0
m


  

 

Подставляя найденные значения 0A , mA , mB  в (4) будем 

иметь: 

)msinФmcos

Ф(
Rr

Rr
)

r

r
(

R

r
ln

R

r
ln

Ф),r(

)2(
m

)1(
mm2

1
m2

0

m2
1

m2
m

1m

0

1

0

1
01







 



  

)msinФmcosФ(

)Rr()RR(

)rR()RR(

)
r

r
()

r

r
(

R

r
ln

R

R
ln

r

R
ln

R

R
ln

Ф),r(

)2(
m

)1(
m

m2
1

m2
0

m2
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МЕТОД МГНОВЕННОЙ ИЗЛУЧАТЕЛЬНОСТИ С 
АДАПТИВНОЙ ТРАССИРОВКОЙ ЛУЧЕЙ ДЛЯ РАСЧЕТА 

НЕПРЯМОГО ОСВЕЩЕНИЯ 
 

Тульский государственный университет 
г. Тула, Россия 

 
Расчет глобальной освещенности сцены является очень ресур-

соемкой задачей, так как согласно уравнению рендеринга свет, отра-
женный от любой поверхности, в общем случае влияет на все другие 
поверхности сцены. Классическими методами расчета глобальной 
освещенности являются методы трассировки путей и излучательно-
сти, однако из-за их сложности их применение в интерактивных при-
ложениях ограничено. Одним из популярных методов является метод 
мгновенной излучательности (Instant Radiosity) [1], в котором вторич-
ное освещение аппроксимируется совокупным освещением от набо-
ра виртуальных точечных источников света (virtual point light, VPL). 
На первом шаге алгоритма вычисляются положения VPL путем Мон-
те-Карло трассировки фотонов от источника света до пересечения с 
объектами сцены, на втором шаге стандартным методом растериза-
ции на графическом ускорителе строится изображение сцены, в ко-
тором как настоящие, так и виртуальные источники света рассматри-
ваются как источники первичного освещения. Однако данный метод 
имеет ряд недостатков, являющихся следствием его стохастической 
природы: 

1. От кадра к кадру положения VPL могут меняться, что приво-
дит к разному распределению освещенности; 

2. В случае сцен со сложной топологией из-за недостаточного 
количества трассированных лучей освещенность некоторых участков 
может быть некорректной. 

Оба недостатка могут быть компенсированы большим количе-
ством VPL, однако для интерактивных приложений это не всегда 
возможно. Данная работа предлагает новый метод сэмплирования 
пространства путей для оптимального выбора VPL с учетом особен-
ностей сцены, который позволяет при том же количестве лучей полу-
чить лучшие результаты и тем самым компенсировать вышеописан-
ные недостатки. 

Идея метода основана на том наблюдении, что непрямое осве-
щение по своей природе меняется плавно, поэтому нет необходимо-
сти рассчитывать его для каждого пиксела изображения. Высокочас-
тотные детали могут появляться лишь в местах резкого изменения 
поля нормалей или координат. Именно такие места требуют особен-
ного внимания и должны быть в первую очередь исследованы с по-
мощью трассировки лучей. 

В качестве источника такой информации предлагается исполь-
зовать проекцию сцены с позиции источника света. Для получения 
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проекции используется аппаратно-ускоренная растеризация сцены в 
графический буфер с несколькими уровнями детализации (mipmap); 
наряду с цветовой информацией и картой глубин сохраняются также 
нормали и позиции фрагментов. Данный подход, заимствованный из 
метода отложенного освещения (deferred shading), позволяет собрать 
всю необходимую для дальнейшего исследования информацию за 
один проход и тем самым перевести вычисления в пространство 
изображения. Так как собранные данные будут использованы в 
дальнейшем для отрисовки финальной сцены, этот этап не увеличи-
вает вычислительную сложность метода. Далее, аналогично методу 
сплэттинга в нескольких разрешениях (Multiresolution splatting) [2], с 
помощью фильтра выделения границ производится сегментация по-
лученных изображений для выделения участков без резких измене-
ний координат и нормалей. Такими участками, например, являются 
открытые участки стен, пола, плоские поверхности; именно такие 
участки, хотя и составляют большую часть изображения, не требуют 
особенного исследования и вносимая ими вторичная освещенность 
может быть аппроксимирована всего несколькими VPL. На границах 
же объектов могут возникать резкие изменения непрямого освеще-
ния, поэтому целесообразно исследовать такие участки более тща-
тельно. 

Для каждого полученного сегмента в направлении сцены испус-
кается фиксированное количество фотонов, их пути трассируются до 
пересечения с объектами сцены. Каждый построенный VPL в свою 
очередь может стать источником второй волны частиц. Внутри сег-
мента для расчета направлений трассировки используется фиксиро-
ванный паттерн вместо случайного распределения, что позволяет 
улучшить временную когерентность освещения между кадрами. 

Энергия фотонов из-за разного размера сегментов должна быть 
разной. Согласно уравнению рендеринга, количество излученной 
энергии  в точке y  на поверхности в направлении опре-

деляется уравнением излучения: 
 

, (1) 

 
где интегрирование проводится по всевозможным направлениям 

 к полусфере из данной точки;  - двунаправ-

ленная функция отражения (BRDF); функция  возвращает 

точку пересечения луча, выпущенного из точки  в направлении ; 
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венное излучение поверхности в данной точке. Применительно к по-
строенной проекции сцены с позиции источника света это означает, 
что интенсивность излучения для каждого пиксела изображения оди-
накова, а для каждого сегмента пропорциональна его площади. Та-
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должна быть равна Ei/N, где Ei - энергия, излученная в направлении 
данного сегмента. 

Финальная отрисовка сцены производится на основе данных 
построенного ранее графического буфера методом отложенного ос-
вещения, что позволяет использовать до нескольких тысяч точечных 
источников света на кадр без существенного падения производи-
тельности.  

Изложенный метод позволяет достичь интерактивности при 
расчете глобального освещения и отрисовке сцен и отчасти лишен 
недостатков классического метода мгновенной излучательности. При 
том же количестве трассируемых лучей на кадр удается более точно 
рассчитать вторичную освещенность за счет детального исследова-
ния областей изображения, вносящих наибольший вклад в результи-
рующую освещенность.  
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ГЕНЕТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ СЕЛЕКЦИИ 

 

Восточно-Сибирский государственный  
технологический университет 

г. Улан-Удэ, Россия 
 

Эволюционные вычисления для генерации моделей автоматов 
и преобразователей используются давно [1] и довольно успешно. 
Однако при разработке генетических алгоритмов возникают пробле-
мы. К одной из проблем относится трудность получения сходимости 
алгоритма. Эта проблема тесно связана с выбором генетических 
операторов, включая операторы селекции. Данная работа посвяще-
на вопросу выбора операторов селекции. 

Разработанный в работе генетический алгоритм (генератор) 
основан на следующих положениях [2]: 

 автомат (особь) представляется в виде хромосомы; 
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 хромосома состоит из динамического набора молекул ДНК и 
имеет графовое представление, при этом одна молекула ДНК пред-
ставляет собой описание одного состояния автомата; 

 молекула ДНК состоит из статического количества генов 
(минимальная неделимая составная часть молекулы ДНК); 

 первая популяция Р(0) генерируется случайным образом, 

при этом значение каждого гена выбирается из соответствующей 
области допустимых значений. 

Для реализации генератора были разработаны генетические 
операторы, которые относятся к классическим группам операторов: 

1) операторы селекции особей (автоматов) из всей популяции в 
родительский пул; 

2) операторы скрещивания особей родительского пула; 
3) операторы мутации особей родительского пула. 
Во время проведения вычислительных экспериментов была 

обнаружена проблема выбора особей, к которым впоследствии будут 
применяться операторы скрещивания и мутации. Задача выбора 
особей для родительского пула, на основе которого будет формиро-
ваться следующее поколение, действительно достаточно нетриви-
альна. Для решения этой задачи были разработаны и программно 
реализованы следующие операторы селекции: оператор пропорцио-
нальной селекции, оператор селекции колесом рулетки, оператор 
турнирной селекции. 

Оператор пропорциональной селекции заключается в выборе 
из всей популяции только лучших особей, то есть особей, обладаю-
щих наибольшей Fitness-функцией. Результаты вычислительных 
экспериментов построения генератора конечных преобразователей с 
использованием в качестве оператора селекции пропорциональной 
селекции приведены на рисунке 1. 

Как показали вычислительные эксперименты, применение про-
порциональной селекции приводит к резкому уменьшению роста Fit-
ness-функции на некотором этапе эволюции. После анализа полу-
ченных результатов был сделан вывод, что это происходит из-за 
наполнения популяции особями, имеющими похожую структуру. Де-
ло в том, что при такой селекции в родительский пул попадают толь-
ко лучшие особи. Так как особи, полученные в результате скрещива-
ния и мутации более приспособленных родителей, чаще всего имеют 
большую Fitness-функцию, чем потомки менее приспособленных 
особей, родительский пул на каждом шаге эволюции занимают все 
больше особей, имеющих похожую структуру (то есть особей с об-
щими предками). Пока популяция достаточно разнообразна Fitness-
функция растет очень быстро благодаря отбору только лучших осо-
бей. Уменьшение разнообразия популяции с каждым шагом эволю-
ции, в конечном счете, приводит к тому, что потенциал роста быстро 
исчерпывается. Это связано с тем, что операции скрещивания между 
похожими особями, как правило, незначительно изменяют значение 
Fitness-функции.  
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Рис. 1. Результаты испытаний пропорциональной селекции 
 
Селекция колесом рулетки заключается в произвольном выбо-

ре из популяции особей для родительского пула. Результаты вычис-
лительных экспериментов построения генератора конечных преоб-
разователей с использованием в качестве оператора селекции коле-
са рулетки приведены на рисунке 2. 

 

 

Рис. 2. Результаты испытаний селекции колесом рулетки  
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На основе этих экспериментов был сделан следующий вывод. 
При такой селекции на каждом новом шаге эволюции популяция об-
ладает достаточным разнообразием особей для эффективного про-
ведения операции скрещивания. Об этом говорит то, что значение 
Fitness-функции лучшей особи родительского пула почти всегда 
меньше Fitness-функции лучшей особи полученной популяции. Од-
нако случайный выбор особей часто приводит к непопаданию в ро-
дительский пул особей, которые обладают лучшей Fitness-функцией, 
поэтому изменение значения Fitness-функции лучшей особи в про-
цессе эволюции носит скачкообразный характер. Хотя этот метод 
селекции в целом ведет к увеличению роста среднего значения Fit-
ness-функции популяции, этот прирост на каждом шаге эволюции 
является незначительным, и может быть нивелирован неудачным 
выбором родительского пула. Поэтому процесс эволюции может 
продолжаться очень долго, и зачастую не приводит к положитель-
ным результатам.  

Оператор турнирной селекции заключается в следующем. Из 
популяции случайным образом выбирается некоторое количество 
особей, из которого в родительский пул попадает только особь, 
имеющая наибольшую функцию приспособленности. Этот процесс 
повторяется до тех пор, пока родительский пул не будет заполнен. 
Данный метод селекции является комбинацией селекции колесом 
рулетки и пропорциональной селекции. Результаты вычислительных 
экспериментов построения генератора конечных преобразователей с 
использованием оператора турнирной селекции приведены на ри-
сунке 3.  

По результатам проведения экспериментов с этим типом се-
лекции был сделан вывод что, к сожалению, данный оператор се-
лекции обладает, как и плюсами обоих методов, так и их недостат-
ками. Популяция, полученная из родительского пула, который был 
заполнен с помощью этого оператора селекции, обладает достаточ-
ным разнообразием особей. При этом попадание наиболее приспо-
собленных особей в родительский пул далеко необязательно. 

Поэтому прирост лучшей Fitness-функции может иметь скачко-
образный характер. При этом данный метод селекции наиболее за-
тратный с точки зрения выделения вычислительных ресурсов. 

Так как не один оператор селекции в отдельности, по результа-
там экспериментов не показал стабильное получение исправных 
преобразователей, то, на наш взгляд, для выборки родительского 
пула необходимо провести исследования по применению симбиоза 
всех рассмотренных операторов селекции. Один из путей возможной 
реализации этого подхода заключается в разделении родительского 
пула на три части, и в каждую часть необходимо отбирать особи с 
помощью одного оператора селекции.  
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Рис. 3. Результаты испытаний турнирной селекции 
 

Литература 
 

1. Поликарпова Н., Шалыто А. Автоматное программирова-
ние. – СПб.: Питер, 2009. – 176с. 

2. Найханова Л.В. Технология создания методов автоматиче-
ского построения онтологий с применением генетического и авто-
матного программирования. – Улан-Удэ: Изд-во БНЦ СО РАН, 
2008. – 244с. 

 

 
 

М.Ф. Кузнецов 
 

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В ФИЗИЧЕСКОМ 
ОБРАЗОВАНИИ 

 

Хакасский государственный университет 
им. Н.Ф. Катанова 
г. Абакан, Россия 

 
Информационные технологии уже прочно вошли в современ-

ную жизнь. По данным Министерства труда США, из 54 специально-
стей, которые будут переживать бурный рост в период между 2000 и 
2005 годами, только 8 не будут требовать знания информационных 
технологий. Очевидно, что эта тенденция сохраняется и по настоя-
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щее время. Образование образует основу персонального и профес-
сионального успеха любого человека. 

Эффективная интеграция информационных технологий в обра-
зование является ключом к решению данной проблемы, который 
требует соблюдения четкого баланса между лучшими методами тра-
диционного обучения и новым пониманием самого процесса обуче-
ния. Одной из наиболее бурно развивающихся информационных 
технологий является компьютерное моделирование – метод изуче-
ния какой-либо системы или процесса путем построения математи-
ческой модели и последующего ее исследования. 

Хотелось бы отметить, что одним из самых перспективных в 
плане внедрения методологии компьютерного моделирования и вы-
числительного эксперимента в обучении предметом является физи-
ка. В первую очередь это связано с характером изучаемого материа-
ла, допускающего построение компьютерных моделей и исследова-
ние явлений методом компьютерного имитационного моделирова-
ния. Модели кладутся в основу демонстрационных и обучающих про-
грамм, программ тренажеров и численного эксперимента. 

Интегрируя достижения различных наук, являясь современной 
информационной технологией, компьютерное моделирование не 
только продуктивно влияет на процесс подготовки физиков различ-
ного профиля, но и создает условия для проявления профессио-
нальных качеств. С помощью компьютерного моделирования физи-
ческих процессов решаются следующие задачи: закрепление и рас-
ширение знаний студентов в области физики, интеграция знаний из 
различных областей науки (математика, вычислительные методы, 
программирование и т.д.), что способствует развитию исследова-
тельских качеств будущих специалистов. 

Физики считают, что понимают некоторое физическое явление, 
если смогут предложить для него достаточно простую математиче-
скую модель, в основу которой положены известные фундаменталь-
ные законы [1]. Обычно такие математические модели физических 
систем или явлений представляют собой системы алгебраических 
или дифференциальных уравнений, которые зачастую не имеют 
простых аналитических решений. Для решения этих уравнений при-
ходится использовать численные методы. 

Использование компьютеров связано с решением целого ряда 
задач развития физического образования. Общепризнанным являет-
ся утверждение о том, что при обучении физике компьютерное мо-
делирование ни в коем случае не должно подменять собой физиче-
скую лабораторию и вытеснять физический эксперимент. Наряду с 
реальным экспериментом в Хакасском государственном университе-
те все более широкое развитие получает и компьютерный экспери-
мент. В первую очередь это обусловлено желанием сделать более 
наглядными и понятными результаты тех фундаментальных физиче-
ских опытов, которые по тем или иным причинам не могут быть вы-
полнены в учебной лаборатории. Однако, даже моделирование фи-
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зических явлений, в принципе доступных непосредственному наблю-
дению, имеет определенную педагогическую ценность. Очевидное 
достоинство компьютерного моделирования заключается в возмож-
ности создавать впечатляющие и запоминающиеся зрительные об-
разы, способствующие более глубокому пониманию изучаемого яв-
ления. Моделирование позволяет придать наглядность абстрактным 
законам и уравнениям, привлечь внимание к деталям изучаемого 
явления. Графическое отображение результатов моделирования на 
экране компьютера одновременно с анимацией изучаемого явления 
или процесса позволяет учащимся легко воспринимать большие 
объемы информации [1]. 

Непосредственное участие студентов при решении определен-
ных задач с помощью методов компьютерного моделирования суще-
ственно расширяет и углубляет их знания и умения. Как правило, 
математическая модель изучаемого явления, в основе которой ле-
жат известные фундаментальные физические законы, представляет 
собой систему алгебраических и (или) дифференциальных уравне-
ний. К сожалению, точное или приближенное аналитическое реше-
ние данной системы уравнений не всегда удается найти. В таких 
случаях без опоры на численные методы невозможно найти решение 
предложенной математической модели и на его основе исследовать 
описываемое явление. Поэтому студенты, занимающиеся компью-
терным моделированием, вынуждены расширять и углублять свои 
знания в области программирования и использования численных 
методов для решения поставленных задач [2-3]. 
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КОМПЬЮТЕРНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УПРУГО-ВЯЗКО-
ПЛАСТИЧНОЙ МЕХАНОРЕОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

 

Иркутский государственный технический университет 
г. Иркутск, Россия 

 
В результате исследований, выполненных в Иркутском госу-

дарственном техническом университете, была разработана упруго-
вязко-пластичная механореологическая модель для математическо-
го описания процесса ударного взаимодействия сферического тела с 
поверхностью [1]. Модель обеспечивает исследование основных 
закономерностей процесса ударного взаимодействия тел и включает 
в себя два последовательных блока (рис. 1): упруго-вязкий блок 

CK1   и упруго-пластический блок 22 fK  . Блок CK1   описывает 

упругие деформации системы и учитывает возникающие при этом 

потери энергии с помощью демпфера С , сила сопротивления кото-

рого зависит от скорости и величины деформации. Сила сопротив-
ления упруго-вязкой деформации определяется:  

 

;FFN 1УПРДИС1   ;)yy()yy(СF 2a
21

1a
21ДИС 



 ,)yy(КF 1n
2111УПР   

 

где: 2121 y,y,y,y


 - перемещение и скорость массы 1m  и 2m ; 1K  – ко-

эффициент жесткости упругого элемента упруго-вязкого блока моде-

ли; C  – коэффициент вязкости вязкого элемента упруго-вязкого бло-

ка модели. 
 

 
Рис. 1. Схема упруго-вязко- 

пластичной модели  



21 

 

Коэффициент жесткости упругого элемента модели K1 связан 
со свойствами и параметрами сферического тела и свойствами ис-
следуемой поверхности и рассчитывается по формуле [2]: 
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где 21 E,E  – модули упругости материала сферического индентора и 

исследуемой поверхности; 21,  – коэффициенты Пуассона сфери-

ческого индентора и исследуемой поверхности; 1R , 2R  – радиусы 

кривизны сферического индентора и исследуемой поверхности. 
При исследовании процесса соударения сферического инден-

тора с плоской поверхностью для поверхности принимается условие 

2R . 

 

Блок 22 fK   с нелинейным упругим элементом 2K  и нелиней-

ным элементом сдвига 2f  описывает пластические деформации и 

учитывает возникающие при этом потери энергии. Установка эле-

мента сдвига 2f  параллельно с упругим элементом 2K  обеспечивает 

более полное и эффективное моделирование такого явления, как 
упрочнение материала, которое характеризуется ростом усилия с 
увеличением пластической деформации. Сила сопротивления упру-
го-пластической деформации определяется: 

 

;FFN 2УПРПЛ2   ;yКF
2n

222УПР   ,FyfF ST
3n

22ПЛ   

 
где: FST – усилие, соответствующее началу образования пластиче-

ских деформаций; 2K  – коэффициент жесткости упругого элемента 

упруго-пластического блока модели; 2f  – коэффициент сдвига упру-

го-пластического блока модели или коэффициент податливости ма-
териала. 
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Вся масса сферического индентора сосредоточена в инерцион-

ном элементе 1m , масса элемента 2m  ничтожно мала ( 0m2  ) и не 

оказывает заметного влияние на динамику движения системы. Она 
введена для удобства математического описания системы с помо-
щью двух дифференциальных уравнений второго порядка. 

Функционирование упруго-вязко-пластичной модели осуществ-
ляется следующим образом. На начальном этапе ударного взаимо-
действия возникают только упругие деформации, поэтому деформа-

ции подвергается только упруго-вязкий блок CK1  . Упругопластиче-

ский блок включается в работу, когда динамическое усилие достига-
ет заданного значения FST, соответствующего интенсивному появле-
нию в материале пластических деформаций. Когда динамическое 

усилие достигает максимального значения MAXN , наступает этап 

разгрузки модели. На данном этапе в работу вступает только упруго-
вязкий блок, описывающий исчезновение только упругих деформа-
ций. При этом упруго-пластический блок остается в деформирован-
ном состоянии, так как характеризует пластические (остаточные) 
деформации материала. 
  

Рис. 2. Зависимость времени удара от  
факторов: K1 и K2 
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Рис. 4. Зависимость времени удара от 
факторов: K2 и f2 

Рис. 3. Зависимость времени удара от 
факторов: K1 и f2 
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Все элементы модели имеют нелинейные характеристики, при-

чем показатель степени задается в общем виде ( 32121 n,n,n,а,а ). Ес-

ли говорить о конкретных значениях степенных показателей, то для 
упругой составляющей при ударном взаимодействии сферического 

индентора следует принимать 2/3n1   [3, 4], пластическую состав-

ляющую можно приближенно принимать пропорциональной дейст-

вующей силе ( 1n3  ) [3, 4]. Диссипативные сопротивления при ис-

следовании колебательных и ударных процессов чаще всего прини-

маются пропорциональными скорости деформации ( 1a;0a 21  ). 

Дифференциальные уравнения движения модели записывают-
ся следующим образом:  

 

gm)yy(K)yy()yy(Cym 1
1n
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2a

21
1a

21111 
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2222
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Сила ударного взаимодействия определяется: 
 

1n
211

2a
21

1a
211 )yy(К)yy()yy(СN 



; ST
3n

22
2n

222 FyfyКN  ; 

.NN 21   

 
Разработанная математическая модель позволяет исследовать 

влияние упругих, вязких (диссипативных) и пластических свойств 
материала на динамику ударного взаимодействия сферического ин-
дентора с образцом материала. На базе математической модели 
была разработана специальная исследовательская программа. Она 
позволяет рассчитать параметры динамического взаимодействия 
сферического индентора с образцом материала (время удара, силу 
ударного взаимодействия, величину и скорость деформации, высоту 
отскока индентора). Решение системы уравнений осуществлялось 
численным методом Рунге-Кутта.  

С целью изучения закономерностей поведения разработанной 
модели был выполнен комплекс компьютерных экспериментов. Ис-
следовалось влияния упругих и пластических параметров модели на 
динамику ударного взаимодействия с поверхностью путем проведе-
ния факторных экспериментов и получения уравнений регрессии, 
отражающих влияние рассматриваемых факторов на время удара, 
силу ударного взаимодействия, высоту отскока сферического тела, 
величину пластической деформации и закономерность изменения 
силы контактного взаимодействия в нормальном к поверхности на-
правлении. 
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Методика проведения компьютерных экспериментов была раз-
работана на основе теории планирования. При проведении вычисли-
тельных экспериментов был использован ортогональный централь-
ный композиционный планы. Плечо «звездных» точек принималось 
на уровне -1, +1 (центрированные звездные точки). Уравнение рег-
рессии для трех факторного эксперимента в общем виде выглядит 
следующим образом: 

 

.XXbXXb
XXbXbXbXbXbXbXbbY

32233113

2112
2
333

2
222

2
1113322110


  

 
Для расчета коэффициентов уравнений регрессии, проведения 

статистической оценки значимости коэффициентов с помощью кри-
терия Стьюдента (tкр) и проверке адекватности модели использовал-
ся программный комплекс ―STATISTICA‖. Проверка адекватности 
моделей производилась по F-критерию (критерию Фишера) при 

уровне значимости 05,0P  . 

В качестве исследуемых факторов рассматривались упругий 
параметр модели К1 и коэффициенты К2, f2 (размерность МН/м

n
). 

Диапазон изменения упругого параметра модели К1 соответствовал 
диапазону изменения модуля упругости материала поверхности Е2 
от 60000 МПа до 200000 МПа, что охватывает основные металлы, 

стали и сплавы. В качестве сферического индентора был принят 
стальной шарик с параметрами Е1=2х10

5
 МПа; µ1=0,27; R1=4,75мм. 

Высота падения составляла 30 мм, коэффициент Пуассона для по-
верхности принимался µ2=0,27, коэффициент демпфирования моде-

ли =0,004 (где P/n ; 1m2/Cn  ; 11 m/KP  ). Показатели сте-

пени на модели принимались неизменными: а1=1; а2=0; n1=1,5; 
n2=1,5; n3=1. Величина Fst принималась равной нулю, то есть полага-
лось, что пластические деформации начинают развиваться с самого 
начала ударного процесса. Уровни факторов и интервалы их варьи-
рования представлены в таблице 1.  

 
Таблица 1 

Факторы 
Кодовое 

обозначение 

Уровни факторов 
 

-1                     0                  +1 

K1 X1 4000 7000 10000 

K2 X2 400 5200 10000 

f2 X3 10 55 100 

 
При выборе уровней варьирования факторов K2 и f2 использо-

вались результаты предшествующих исследования.  
В данной статье приводятся результаты одного из эксперимен-

тов, а именно влияние факторов на продолжительность ударного 
взаимодействия (временя удара). Матрица планирования и резуль-
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татов эксперимента представлена в таблице 2, где KT - время удара 

модели; 


KT - время удара, рассчитанное по уравнению регрессии. В 

результате расчетов на ПК были получены коэффициенты уравне-
ния регрессии для кодированных значений факторов (таблица 3). 

Выделенные в таблице 3 коэффициенты являются не значи-
мыми, т.е. в рассматриваемом диапазоне значений они не оказыва-
ют существенного влияния на время удара. Статистический анализ 
показал, что уравнение регрессии адекватно, расчетное значение 

критерия FР=0,31 меньше табличного . 48,3FТ   

Для наглядности в качестве примера на рис. 2-4 приводятся 
диаграммы, характеризующие поверхность отклика функции (время 
удара TК) в зависимости от двух факторов. Величина третьего фак-
тора принималась на среднем уровне значимости. Диаграммы по-
строены с помощью программного комплекса ―Statistica‖. Анализ по-
лученных результатов показывает, что увеличение значений факто-
ров K1, K2, f2 приводит к уменьшению времени удара вследствие 
увеличения сил упругих и пластических сопротивлений и соответст-
венного уменьшения величины деформации. При достижении вели-
чины фактора f2 наибольших значений влияние фактора K2 становит-
ся не существенным. 

 
Таблица 2 

№ 
 

X1 X2 X3 
KT  

(х10
-6

с) 



KT  

(х10
-6

с) 

уровни факторов  

1 -1 -1 -1 66,09 65,61 

2 -1 -1 1 52,62 52,28 

3 -1 1 -1 57,12 57,13 

4 -1 1 1 52,38 53,16 

5 1 -1 -1 53,52 52,66 

6 1 -1 1 38,04 37,95 

7 1 1 -1 43,20 43,46 

8 1 1 1 37,71 38,11 

9 -1 0 0 53,88 53,90 

10 1 0 0 39,60 39,90 

11 0 -1 0 45,03 46,80 

12 0 1 0 44,10 42,65 

13 0 0 -1 50,37 51,44 

14 0 0 1 42,84 42,09 

15 0 0 0 44,49 44,17 

16 0 0 0 44,49 44,17 
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Таблица 3 
b0 b1 b2 b3 b11 b22 b33 b12 b13 b23 

44,17 -7,002 -2,079 -4,67 2,73 0,55 2,59 -0,18 -0,345 2,34 

 
Значимость факторов можно оценить по значениям коэффици-

ентов уравнений регрессии. Следует также отметить, что рассмотрен-
ные закономерности характеризуются существенной нелинейностью.  
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ТЕОРИИ НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ 
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г. Алматы, Казахстан 
 

В сложном технологически ориентированном обществе, все бо-
лее ощутима потребность в современных информационных систе-
мах. В настоящее время огромны информационные потребности 
специалистов и в области медицины. База данных о различных за-
болеваниях настолько велики, что исследователями предпринима-
ются попытки обеспечить более высокий объективный подход к ре-
шению медицинских задач (диагностирование и прогнозирование 
заболеваний) с помощью новейших информационных технологии, 
основывающихся на достижениях таких наук, как математика, ин-
форматика, кибернетика и т.д.  
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 Кибернетический подход основывается на изучении процессов 
организации систем, обработки информации и целенаправленного 
управления. Математический подход предусматривает применение 
таких методов, какими являются методы математической статистики, 
численного анализа, методов теории нечетких множеств и другие. 
Автоматизированные диагностирующие системы, на базе современ-
ной вычислительной техники, способствуют более эффективному и 
быстрому оказанию врачебной помощи. 

С позиций фундаментальных законов точных наук многие сфе-
ры человеческой деятельности (медицина, биология, общественные 
науки и др.) оказываются плохо формализуемыми или совсем не 
формализуемыми. При описании и анализе таких сложных систем 
используется, чаще всего, не количественно выраженная информа-
ция, а качественная. Моделирование таких процессов на основе ма-
тематики и с помощью современной вычислительной техники явля-
ется важной проблемой. Математический подход к анализу неточно-
сти и неопределенности сводится к понятию нечеткого множества, 
которое позволяет формально описывать объекты, оперировать не-
четкими понятиями и использовать расплывчатые утверждения. Ме-
дицинская информация обладает семантической устойчивостью в 
том смысле, что фигурирует принцип, аналогичный принципу по-
строения теории вероятности (возможность многократного повторе-
ния опыта). Логика рассуждения отражает накопленный человече-
ский опыт, а функция принадлежности нечеткого множества отража-
ет субъективную меру совместимости элементов с понятием нечет-
кого множества. 

Математическое моделирование процесса диагностирования в 
медицине основывается на математической формализации, позво-
ляющего эффективно использовать ЭВМ, современную вычисли-
тельную технику. Различные медицинские автоматизированные ин-
формационные системы расширяют профессиональные возможно-
сти врача. Они могут использоваться также для хранения и выборки 
клинических данных, а в клинических лабораториях – для расшиф-
ровки рентгеновских снимков, идентификации клеточных препаратов, 
обработки кардиограмм и т.д. В клиниках автоматизированные ин-
формационные системы включают в себя информационно-
поисковые подсистемы истории болезни, подсистемы управления 
больницей и т.д. 

В основе информационно-технологических систем в медицине, 
основанные на компьютерной технике, и используемые для диагно-
стики заболеваний, лежат в основном три вида врачебной логики: 
детерминированная логика, метод фазового интервала и информа-
ционно-вероятностная логика. 

Задача теории множеств – связать то, что является истиной с 
тем, что представляет собой интерпретацию человеческой. Разра-
ботка теории, средств и методов представления и анализа неточно-
сти и неопределенности, в том числе субъективной неопределенно-
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сти, становится важной составляющей не только определенной об-
ласти исследования в медицине (диагностирование и прогнозирова-
ние), но и всего здравоохранения в целом. Существует множество 
способов математического описания и анализа разнообразных задач 
на основе теории нечетких множеств. Одним из таких задач является 
задача принятия решений при нечеткой исходной информации. Спе-
цифика медицинских данных такова, что диктует необходимость ис-
пользования те или другие подходы к решению поставленных задач.  

Метод многокритериальной оценки и выбора альтернатив при-
менен для диагностики заболеваний гепатита В и ОАГ (острый алко-
гольный гепатит). Заболевания, относящиеся к одному нозологиче-
скому классу, взяты в качестве альтернатив, а критериями оценок - 
частоты, с которыми встречаются симптомы пациента для данного 
заболевания в подсистемах (клинический анамнез, клинико-
лабораторные и морфологические данные). Для критерия Сi, состав-
ляется нечеткое множество:  

 

Ci = { ci (A1)/A1; ci (A2)/A2; ... ci (Am)/Am },  

 

где i = 1,n, а ci - оценка альтернативы, показывающая степень соот-

ветствия альтернативы, определяемому критерием. Полученные 
результаты совпали с выводами эксперта. 

Для создания математической модели диагностирования забо-
леваний ишемического и гранулематозного колита применен метод 
принятия решений при качественной неопределенности, поскольку 
база данных представляет собой плохо структурированную систему 
[1,2]. Моделирование предполагает наложение на объект некоторой 
микроструктуры. Диагностические таблицы, используемые в здраво-
охранении, решают задачу по формализации данных, соотношение 
того или иного признака (симптомов) к соответствующим заболева-
ниям в рамках данного нозологического класса. В медицине возни-
кают ситуации, когда необходимо принимать решения при меняю-
щихся состояниях системы (степень выраженности симптомов). 
Последнее зависит от множества факторов внешней среды, и точно 
оценить которое часто не представляется возможным.  

Исследования, произведенные авторами, показали, что для 
дифференциальной диагностики ишемического и гранулематозного 
колита применима математическая модель на основе метода по 
принятию решении при качественной и вероятностной неопределен-
ности [1,2]. Дифференциальная диагностика заболеваний произво-
дится на основании имеющихся диагностических таблиц [3], которые 
содержат современные данные об этиологии и патогенезе болезней 
внутренних органов. Применение математических методов диагно-
стики, приводит к объективному принятию решений. Математический 
метод позволил решить задачу нахождения наиболее вероятное за-
болевание (дифференциальная диагностика ишемического и грану-
лематозного колита) при заданных признаках (возраст пациента – 45 
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лет, при эндоскопии обнаружено, что слизистая оболочка кишки в 
виде «булыжной мостовой», продольное, вдоль оси кишки, располо-
жение язв, свищи внутренние и наружные). Постановка диагноза ве-
лась с учетом веса симптомов, представляющих собой 
лингвистические переменные. Это сответствует случаю, когда 
состояние системы представлены в виде нечеткого множества, а 
полезности (вес симптомов) в виде нечеткого подмножества.  

Математически состояние системы описывается нечетким мно-

жеством: X~= kk X/)X( , и XXk  , 

тогда полезность альтернативы определена:  
 

).X()(U  ,UU  где  ,U/)U(U kkikkkkii   

 
Диффенециальная диагностика ишемического и 

гранулематозного колита, с посмощью математической модели, 
показал, что, для выше перечисленных признаков, наиболее 
вероятное заболевание: гранулематозный колит. Для 
симптомокомплекса: возраст пациента 65, преимущественная 
локализация стриктур в селезеночом изгибе поперечной оболочки, 
при эндоскопии обнаружены участки отечной синебагрового цвета 
слизистой оболочки, имеется гемосидеринсодержащие макрофаги (в 
биоптатах), наблюдается наличие симптомов ИБС, гипертонической 
болезни, облитерирующего атеросклероза периферических артерий 
был поставлен диагноз: ишемический колит. Диагнозы совпали с 
выводами экспертов. 

Программные модули, с использованием современной вычис-
лительной техники (ЭВМ), в основе которых разработанные матема-
тические модели диагностирования заболеваний составляют основу 
современных информационных систем и используются для монито-
ринга по данным заболеваниям. Математические модели диагности-
рования являются одним из основ медицины будущего.  
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ВОДОХОЗЯЙСТВЕННЫМ КОМПЛЕКСОМ (АС ВХК) 

АЗЕРБАЙДЖАНА 
 

Азербайджанская государственная нефтяная академия 
г. Баку, Азербайджан 

 
Функциональная схема АСУ ВХК в общем виде может включать 

следующие части: а) подсистема планирования комплексного ис-
пользования водных ресурсов; б) подсистема оперативного управле-
ния ВХК; в) подсистема учета, контроля и анализа использования 
водных ресурсов (1-3).  

Решение задач верхнего управленческого уровня не может 
быть осуществлено без решение задач нижнего технологического 
уровня, которые определяются созданием комплекса технических 
средств (КТС) для их воплощения. Поэтому последние задачи явля-
ются первоочередными. 

Требования к КТС должны обеспечивать с помощью их после-
довательное создание подсистем автоматизированного учета и кон-
троля воды магистральными каналами, затем автоматизированных 
систем, обеспечивающих функционирование гидротехнических со-
оружений каналов с последующим объединением их в АСУ магист-
ральными каналами и как конечная цель – создание АСУ ВХК Азер-
байджанской Республики.  

Комплект технических средств (КТС) предназначен для реше-
ния следующих задач:  

а) измерение расхода и количества отпускаемой воды на типо-
вых водовыпусках и открытых каналах магистральных каналов Азер-
байджана с отображением информации;  

б) обеспечение передачи измеренных данных по каналу связи в 
районный и центральный диспетчерский пункты;  

в) обеспечение передачи управляющих команд по каналу связи 
из районных и центрального диспетчерских пунктов для управления 
работой коммерческих водовыпусков;  

г) обеспечение на коммерческих водовыпусках поддержание за-
данного расхода и управление механизмами затвора по командам, 
передаваемым по каналам связи и формируемым на месте; д) обес-
печение на районных и центральных диспетчерских пунктах приема, 
сбора, обработки, отображения, накопления и документирования 
информации от коммерческих водовыпусков, а также дистанционное 
управление по каналу связи работой коммерческих водовыпусков. 

На магистральных каналах Азербайджана наиболее типовыми 
являются следующие типы водомерных сооружений; ‖открытый ка-
нал‖, ‖водосливы с острым гребнем, с широким порогом, практиче-
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ского профиля с различной формой поперечного сечения‖, а также 
―трубчатый водовыпуск‖. 

Для создания средств измерения расхода для основных типов 
водомерных сооружений, имеющих коммерческий характер, предла-
гается общая структура построения. Первичные измерительные пре-
образователи (ПИП) информативных параметров в виде закончен-
ных конструкций устанавливаются на элементах гидрометрического 
сооружения или специальных мостовых сооружениях над каналом.  

Сигналы от ПИП по кабельной линии связи подаются в измери-
тельный прибор, где они преобразуются, обрабатываются с целью 
вычисления физических величин расхода и количества воды и ото-
бражаются на индикаторах. Измерительный прибор устанавливается 
в помощении над водомерным сооружением и питается от энергосе-
ти. 

В состав измерительного прибора входят (ВИП) по количеству 
информативных параметров, блок сопряжения (БУ), индигатор 
(ИН),таймер (ТМ),блок ввода данных и команд (БВДК),блок связи 
(БСВ) и блок питания (БП). ВИП предназначен для преобразования 
сигналов с ПИП в унифицированный сигнал и его нормирования.  

БС предназначен для коммутации и преобразования аналого-
вых сигналов в цифровые, а также для сопряжения с вычислитель-
ным устройствам по информационным и управляющим сигналам. ВУ 
предназначено для реализации заданного алгоритма расчета расхо-
да и количества воды в единицах физических величин с выводом их 
на ИН. БУ предназначен для формирования сигналов, управляющих 
работой всех блоков прибора. ТМ предназначен для формирования 
временных сигналов, необходимых для работы БУ и ВУ.БВДК пред-
назначен для ввода данных и команд управления, изменения режи-
мов работы прибора и изменения его установок.  

БСВ предназначены для сопряжения с информационного-
измерительной системой для передачи информации с измеритель-
ного прибора по каналу связи. БП предназначен для преобразования 
питающего напряжения сети 220 В в стабилизированное нап-
ряжение, необходимое для питания аппаратуры средств измерения. 
Входными цепями для ИП являются линии связи с ПИП и питающая 
сеть. Выходными цепями являются разъем подключения линии связи 
с информационно-измерительной системой для передачи информа-
ции по каналу связи. 
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При разработке программного обеспечения для контроллеров, 
работающих в составе нижнего уровня иерархии распределенных 
систем автоматизированного контроля и управления, требуется учи-
тывать ограниченность ресурсов контроллера, которая может яв-
ляться узким местом при осуществлении сбора данных с первичных 
измерительных преобразователей, хранения данных и их первичной 
обработки, а также обмена с компьютерами системы управляющими 
сигналами.  

В связи с этим представляет интерес моделирование выполне-
ния алгоритмов сбора и анализа данных для систем контроля раз-
личной конфигурации. Предложена имитационная модель взаимо-
действия информационных процессов в системе температурного 
контроля, позволяющая учитывать влияние на работоспособность 
системы алгоритмов обработки данных [1]. Для описания алгоритмов 
предлагается язык L, включающий в себя синтаксические конструк-
ции, обеспечивающие доступ к базе данных системы контроля, а 
также конструкции, позволяющие описать пользовательские алго-
ритмы обработки данных. Язык позволяет оперировать целочислен-
ными данными и их массивами, что важно для системы температур-
ного контроля, в которой формируются и обрабатываются последо-
вательности значений. Разрешено использование логических и 
арифметических операций, а также операций сравнения. Для описа-
ния алгоритмов обработки данных могут использоваться условные 
операторы, циклы с предусловием или с постусловием, а также цик-
лы, выполняющиеся с определенной частотой, что важно для про-
цессов, выполняющих обработку данных с некоторой периодично-
стью. Разрешено использование подпрограмм. 
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Для определения вычислительной сложности T описанного на 
языке L алгоритма, реализующего функцию f обработки данных n 
вызывается построенный на основе метода рекурсивного спуска ин-
терпретатор (см. рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Схема определения вычислительной сложности 
функции 

 
Оценка T(f(n)) осуществляется с учетом положений классиче-

ской теории сложности вычислений [2]. Полученная зависимость ко-
личества операций, необходимых для выполнения вычисления 
функции, от объема данных, выраженная в виде порядка полинома и 
массива его коэффициентов, используется в дальнейшем для моде-
лирования функционирования системы температурного контроля.  
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Формат WAV (WAVE) изначально использовался в системе 
Windows для хранения записи оцифрованного аудиопотока. Он яв-
ляется общим типом звукового файла. Данный формат весьма попу-
лярен на платформах стандарта IBM PC (и совместимых с ним). Этот 
формат подразумевает хранение аудио данных в особых блоках, 
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